
S. C A T I C H A - E L L I S  673 

where 
1 1 1 

}, }'0 },~ 

For a diffracted beam originated at depth x below 
the crystal surface, the total path-length, including the 
distance travelled by the incident beam, is given by 
x/},. The average value of x/}, is given by 

(7_): A 
d .  

where A* = 1/A. 

It can be readily shown that in this case 

({) 1 exp( 
= ~- -- 7 " i - -exp ( - , T / r ) "  

Moreover, 

<x>+,o 

where ( x )  =lo and (x)  = h .  
7o 7i 

For a highly absorbing crystal (as for instance ger- 
manium with Mo K~, . = 3 5 0  cm -1) we have practi- 
cally: 

1 

Then, 
<x-A = 1 .  
}'0 " 7o 

and 

},~ , }'~ 

When the primary reflection is symmetric: },o=71, 
}'/70 = },/},, =-~ and lo = ll = 1/2,. 

Then 

h= (x )  lo -  1 1 _ 1 
}, . 2.  2. 

for all secondary reflections. 
When the secondary beam is transmitted rather than 

reflected and the crystal is highly absorbing the same 
reasoning can be followed and one find the same 
effective path-lengths 1/2. for all beams. 
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The structure factor is shown to be a basis for a one-dimensional representation of the point group, 
and the following property of non-primitive translations of most of the space groups is derived: the sum 
of non-primitive translations is a primitive one. 

Representation engendr~e par le facteur de structure 

Rappelons qu'un facteur de structure trigonom~trique 
~(K) = 27 exp [ -  2zci(K. ~r + %)] se transforme dans 

une op6ration (c~lz,) d'un groupe d'espace Ge suivant 
la loi (Bertaut, 1955): 

~(K~)= exp ( -2zUK. z~)~(K). (1) 

~(K) est donc fonction de base d'une repr6sentation 
FK du groupe ponctuel G d'ordre g: 

FK(~) = exp (--2~ziK. z~). (2) 

Deux 616ments (elze) et (fllrp) de Ge se multiplient 
suivant la relation (3), off T,p est une translation r6ti- 
culaire et e l'identit6" 
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(c~l~) (/~lrfl) =(cq~lr~ + ~fl) =(~IT~) (~l~Ir~) • (3) 

Nous en d6duisons l'expression de F~(o~fl)" 

~(Kg. f l )=  exp (-2~ciKo~. r~)~(Kc 0 
= exp [ -2rc i (K.  r~+c%~)]~(K) 

Fa(OCfl)= exp ( -2 rc iK .  r,,e). (4) 

On a souvent r~evara~ donc" F~(~fl)#F~(floO bien 
que FK soit une repr6sentation de dimension 1. 

Effectivement FK est en g6n6ral une repr6sentation 
de G avec poids* car: 

Fa(ocfl)= exp [2zci(K. r~-o~za)lFa(oc)Fg(fl). (5) 

D'ofl le r6sultat suivant: consid6rons un groupe 
d'espace Ge non symmorphique, tel que toutes les re- 
pr6sentations FK soient sans poids et dont le groupe 
ponctuel ne soit pas" 2, m, 4, 4, 6, 6, 32 ou 3m; la 
somme des translations non enti~res z, est une trans- 
lation enti6re; cette propri6t6 ne d6pend pas de l'ori- 
gine de la maille. 

La propri6t6 est v6rifi6e 6galement dans les groupes 
P62 (FIc=A ou E') ,  et P42 (FK=A ou B), et plus 
g6n6ralement dans les groupes d'espace tels que le 
produit des caract6res de toutes les repr6sentations FK 
(avec ou sans poids) vaut + 1. Consid6rons par exemple 
le groupe P4~22 et le vecteur K=[001]" 

e 4 42 
ve 000 00¼ 00~ 
exp (-2niK.v#) 1 - i - 1 

43 2x 2y 2xr 2xy 
ook 00½ 000 ook 00¼ 

i - 1 1 i - i  

Le poids vaut + 1, quel que soit K, si" r e -  a re=  7"1 
ou: z,B=rp, pour tous les couples a,fl (les repr6senta- 
tions FK et l"a~, sont alors identiques; la condition est 
r6alis6e en particulier si G est ab61ien). 

Ainsi le poids des repr6sentations FK vaut + 1 pour 
les groupes d'espace symmorphiques et un grand nom- 
bre de groupes d'espaces non symmorphiques" ce sont 
les groupes dont la classe est un groupe ab61ien 

4 
(n, t~, n x ]', 222, 2mm, mmm), 4mm, -42m, ~ mm, 6mm, 

m 
6 

-62m, ~ m m ,  ainsi que les groupes P4222, P422~2, 
m 

P6322. 
Les groupes d'espace ci-dessus poss6dent des sous- 

groupes invariants symmorphiques de mame r6seau, 
form6s des 616ments (c~lT~); les 616ments ~ correspon- 
dants forment les noyaux des repr6sentations Fn, sous- 
groupes invariants des groupes ponctuels G. 

Propri6t6s des translations non enti6res ~ 

K dtant quelconque, supposons que FK soit une repr6- 
sentation sans poids du groupe ponctuel G. Si FK est 
la repr6sentation identit6 de G" 

17 FK(g) = 17 exp (-- 2~iK. z~) = + 1 VK. (6) 

Cette relation subsiste en g6n6ral si FK, de dimen- 
sion 1, n'est pas la repr6sentation identit6. Les excep- 
tions sont les repr6sentations suivantes (nous utilisons 
les notations de Tinkham, 1964)" B(2), B(m), E(4), 
E(4), B(6), E'(6), B(6), E'(6-), A2(32), A2(3m). 

Nous d6duisons de la relation (6): 

Z" r~ = T1 • (7) 

* On appelle repr6sentation avec poids d'un groupe G une 
repr6sentation F telle que: F(oOF(fl)=2(o~,fl)F(o~fl); le poids 
scalaire 2 vaut + 1 pour les repr6sentations ordinaires. 

nous v6rifions que" H FK(~)= +1,  et effectivement 

£" z~ = T1 =003. (Dans l'exemple ci-dessus, FK est une 

repr6sentation avec poids, on v6rifie que le caract~re 
n'est plus une fonction de classe.) 

Finalement la somme des translations non entibres 
r~ est une translation enti6re, sauf dans les 14 groupes 
P2b Pb, Pc, Bb, Cc, P4b P43, I41, P3cl, P31c, R3c, 
P61, P6s, P63. 

Les r6sultats pr6c6dents peuvent se retrouver par une 
autre m6thode. Supposons pour simplifier que la re- 
pr6sentation FK est sans poids, et consid6rons le pro- 
duit H e des 616ments du groupe ponctuel G (l'ordre 

des facteurs doit ~tre pr6cis6 si G n'est pas ab61ien)" 
H 0~ est un 616ment fl de G. 

~(K H ~)= exp ( -2 rc iK .  zp)~(K). (8) 

La repr6sentation FK est sans poids; par suite" 

d'ofl 

~(K H ~)= exp (-2z~iK. Z r~)~(K) (9) 

_r z~ = r e . (10) 

Si pour un certain ordre des facteurs au moins 
H 0~ = e, il vient: Z" r~ = TI; si quel que soit l 'ordre des 

0c 

facteurs, H c~ :/= e, ~ z, n'est une translation entibre que 

si rp=0  ( d6pend de l 'ordre des facteurs dans H e ,  
Gt 

non rB). La deuxi~me circonstance, 5. savoir H o:#e, 

se produit si G est l 'un des groupes 2, m, 4, 4, 6, 6, 32, 
3m. 

Propri6t~s analogues des groupes magn6tiques 

Un facteur de structure magn6tique F(K) a pour ex- 
pression (11) et se transforme dans l'op6ration (elrD 
suivant (12): 
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F (K)=  S +o~(Iz) exp[2rci(K.o~r+z~)], (11) 

F(Ke)= exp (2~ziK. z,)0c[F(K)]. (12) 

/z est le moment magn&ique de l'atome situ6 en r; 
on choisit le signe + suivant que c~ est un op6rateur 
c~ + ou un antiop6rateur c~- du groupe ponctuel magn6- 
tique Gj; le facteur de structure F est calcul6 dans la 
maille magn&ique. 

Les scalaires + exp (-2rciK.  z,,) forment une repr& 
sentation avec poids Fk  du groupe ponctuel G (non 
magn&ique): Fk  est sans poids si FK est sans poids; 
Fk=FjFK; Fj est la repr6sentation r6elle de dimen- 
sion 1 de G qui d6finit le groupe ponctuel magn&ique 
Gj (Indenbom, 1960). 

On montre, comme pour les groupes d'espace, que 
dans la plupart des groupes magn&iques" 

X-r.+ + X z . -  = TI ] 
~ (13 )  J 2; z~+=Tm; 27 r ~ - = T n .  

L i n 6 a r i s a t i o n  du  p r o d u i t  de  d e u x  f a c t e u r s  de  s t r u c t u r e  

Bertaut a montr6 (Bertaut, 1957) que le produit de 
deux facteurs de structure pcut se lin6ariser" 

4(K). {(K')= S exp (2ztiK. "cO4(K+K'cx). (14) 
0~ 

Les facteurs de structure magn&iques poss6dent une 
propri&6 analogue si on peut les consid6rer comme des 
scalaires, c'est-/~-dire si la structure magn&ique est col- 
lin6aire" 

~m(K) . 4m(K')= X + exp (2rciK'. z,)4(K+K'cO, (15) 

4 &ant le facteur de structure dans le groupe magn6- 
tique trivial. 

La lin6arisation ci-dessus n'a rien /t voir avec la 
lin6arisation du produit des repr6sentations FK et FK,, 
6ventuellement avec poids (ce produit est une repr6- 
sentation FK+K, de dimension 1); autrement dit les 

coefficients exp (2niK. %,) ne sont pas des coefficients 
de Clebsch-Gordan. 

Supposons pour simplifier les repr6sentations FK et 
FK, de poids unit6; la quantit6 ( (K) .  ((K') est fonc- 
tion de base de FK+K,, il doit donc en &re de m~me 
des diff6rentes quantit6s ~(K+ K'00. Effectivement: 

exp [ -2rc i (K+ K'c 0 . zp] = 
exp [-2rciK. zB-2rciK', c~rp] = 
exp [-2rciK.  rp] exp [ -2rc iK ' .  rp], 

puisque" r p -  c~rp = 0 ou T1. 
La lin6arisation du produit de deux facteurs de 

structure est donc une propri6t6 math6matique qui 
n'exprime pas une propri6t6 de la densit6 61ectronique 
autre que son invariance par rotation. 

Consid6rons par exemple le groupe P212121 
~(110)=4i sin 2rex cos 2roy 
~(002) = 4 cos 4rcz 
~(1 TO) -- ~(110) = - ~(T 10) = - ~ (T10)  

((11 + 2)=4i  sin 2rex cos 2~y cos 4rcz 
+ 4 cos 2re x sin 2~y sin 4fez 

~(110)4(002) = 2~(112) + 24(112). 

/-'r e 2x 2y 2z Fonction de base 
FllO 1 1 1 1 ~(110) 
/'oo2 1 1 1 1 ~(002) 

/ ' 1 1 2 = / ' 1 1 2 = - F l 1 0  . F002 1 1 T T ~(112), ~(112) 

Les fonctions ((112) et 4(112) sont ind6pendantes 
mais se transforment dans la m~me repr6sentation. 

Je remercie M. le Professeur E.F.Bertaut pour ses 
nombreux conseils. 
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